Algebra I Curso 19-20 Primero de Fisicas UAM

Hoja 10. Estructura de los endomorfismos: Diagonalizacién.

1. Hallar los autovalores reales y los autovectores de R™ de las siguientes matrices:

0 0 -1
4 6 5 —1 -1 0 2 -1
o(42) (T (R ) () o2
2 2 -1 2 -1 1 0 -1 2 2 2 -1
f)<02 1) g)(() 10) h)(()l 0) i)(02 0)
-1 0 O -1 10 -1 1 -3 31 1

Ademés, en los casos en los que sea posible, hallar una base de R™ formada por auto-
vectores, y la matriz en esa base de la aplicacion lineal dada.

2. Encontrar los autovalores y los autovectores de las aplicaciones lineales de R™ en R"
dadas por las siguientes matrices:

2 -1 2 4 =5 2 (1) 8 8 8

a) 5 -3 3 by 5 -7 3 ¢)
-1 0 -2 6 -9 4 0000
1 001

3. Hallar los posibles autovalores de un endomorfismo f de un espacio vectorial V' tal que

fof=ridy

4. Sea f : R® — R? un endomorfismo que admite por vectores propios a (0,1, —2),
(1,0,4) y (1,0,—2). Sabiendo que f(0,1,0) = (2, 1,2) hallar los autovalores de f.
a b b b

5. Calcular los autovalores y autovectores de la matriz brab . . Decidir si
es diagonalizable.

6. Probar que si A y p son valores propios de f distintos y v y w son vectores propios
asociados a ellos respectivamente, entonces v + w no es vector propio de f.

7. Hallar los valores y subespacios propios de f € End(P5[x]), donde f(p(x)) := p/(x).

8. Diagonalizar las siguientes matrices:

2 -1 0 0 29 -1 -1 0
1 -1 0

1 2 0 0 1 2 -1 0

) _é ég b) 0 0 1 —1 )l 1 1 2 0

0 0 -1 1 0 0 0 3

121
o011
021

9. Diagonalizar si es posible las siguientes matrices A y C' calculando matrices de paso.

1 01 1 01
=1 1120 C=1010
1 10 1 01
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10. Hallar una matriz diagonal, si es posible, de los siguientes endomorfismos.
a) f € End(K?) con dim(Nuc f) =2y autovalores 1 y —1.
b) f € End(K?*) con dim(Nuc(f — 3Id)) = 3 y autovalor 2.

¢) f € End(K*) con dos autovalores A\; y \o distintos con multiplicidad geométrica
d1 - d2 = 2.

5/2 —1

11. DadaA:( 5 1

) , calcular AY3® y 1im,,_, ., A™.

12. Sea ey, ..., e, una base del K-espacio vectorial E y f € End(FE) tal que f(e;) = ... =

f(en) =>""  A\ie;, donde \; € K. Demostrar que f es diagonalizable siy solo si ) \; # 0.

1=1

13. Sea A una matriz cuadrada de orden n y nilpotente de orden p, es decir A? = 0y
AP~ =£ 0 con p € N. Probar que el tnico autovalor de A es el 0.

—1 0 00

) a —1 0 0

14. Sea la matriz A = b d 10
c e f 1

a) Determinar los valores propios de A.
b) Discutir las condiciones que deben cumplir a, b, ¢, d, e, f para que A sea diagonalizable.

¢) En las condiciones para las que A es diagonalizable, obtener los subespacios propios
asociados a los dos valores propios existentes.

d) Calcular la matriz de paso (que expresa la nueva base en términos de la canonica) a
la forma diagonal.

15. Demostrar o dar un contraejemplo para decidir la veracidad de las siguientes afirma-
ciones.

a) Toda matriz invertible es diagonalizable.
b) Si A es diagonalizable, entonces A" es diagonalizable para n € N.

¢) Si Ay B son diagonalizables, entonces A + B y AB son diagonalizables.

16. Sea f un endomorfismo de R? definido en la base B = {ej, es, e3} por
fler) = (a+1)e; — ey + aes; fex) = (a+ fer — ey + (o — 1)es; f(e3) = fer — ey,
con o, B € R.

a) Determinar los valores propios de f comprobando que no dependen ni de « ni de f.

b) Calcular el valor de « para el que el endomorfismo f sea diagonalizable. Obtener en
estas condiciones una base formada por vectores propios.

— 2 —
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17. Sea la matriz

_ o O =
o O = O
[a—
\
[\

a) Probar que 1 es valor propio. Calcular sus multiplicidades algebraica y geométrica.
Dar una base del subespacio propio asociado a este valor propio.

b) Estudiar si es diagonalizable y, en caso afirmativo, encontrar una matriz de paso a
forma diagonal asi como una base de R* formada por vectores propios.

a b 0
18. Determinar para qué valores de a y b en R la matriz | 0 —1 0 | es diagonalizable
0 0 1
en R.
1 -2 -2-c¢
19. Estudiar para qué valores de ¢ la matriz | 0 1 c es diagonalizable.

0 0 1
20. Sea f € End(R?) que verifica: a) f(1,1,1) = (0,0,0) y b) 2 y 3 son valores propios
de f. ;Es f diagonalizable?
0 0 1
21. Encontrar los valores de a,b € R para que la matriz [ 0 b 0 | sea diagonalizable
a 0 0

sobre R.
22. Sea f : My(R) — My(R) una aplicacion lineal dada por

F(A) = A+ A — tr(A)],

siendo I la matriz identidad, A" la matriz transpuesta de A y tr(A) la traza de A (la suma
de todos los elementos de la diagonal principal).

a) Encuentra la matriz de f respecto de las bases canodnicas.

b) Encuentra bases del nicleo y de la imagen de f.

23. Consideramos el endomorfismo f de R? cuya matriz en la base canénica es

2 1 0
-3 -2 0 donde a y b son pardmetros reales.
a b 1

a) Halla los valores de a y b para los que f es diagonalizable.

b) Para los valores de a y b obtenidos en el apartado a), encuentra una base diagona-
lizante para f, las matrices de cambio entre ella y la canoénica, y escribe la formula
que relaciona la matriz de f en la nueva base con la matriz de f en la base canénica
a través de las matrices de cambio de base.

— 3 —
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24. Consideramos el endomorfismo f de R? cuya matriz en la base candnica es

0 1 0
a 0 0 donde a es un parametro real.
0 a 1

a) Determina los valores de a para los que f es diagonalizable.

b) Para los valores de a obtenidos en el apartado a), encuentra una base diagonalizante
para f, la matriz de cambio entre ella y la canoénica y escribe la formula que relaciona
la matriz de f en la nueva base con la matriz de f en la base canonica a través de la
matriz de cambio.

25. En un bosque maderero, los arboles estan clasificados en dos tamanos. Un censo que
se hace cada 5 afios reclasifica un 30% de los arboles de tamano menor, que pasan a
ser de tamano grande. Entre cada dos censos se corta un 10% de los arboles de tamano
grande y se repuebla con el mismo nimero de arboles de tamano pequeno. ;jAumenta el
ntimero de arboles con el tiempo? Si inicialmente habia 1000 arboles de tamano pequeno y
ninguno grande, jcuantos arboles de tamafo grande hay pasados 20 afos? [Sugerencia: si
x, representa el nimero de arboles pequenos e ¥, representa el nimero de arboles grandes
después de n periodos de 5 anos, se tiene n ) =A ( T ) para una cierta matriz A
n Yn—1
que convendré diagonalizar.|
26. Decidir de forma razonada si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas.

1. Sea A una matriz de tamano n por n con coeficientes reales. Suponemos que A tiene
n valores propios reales distintos y todos son positivos. Entonces existe una matriz
real B tal que B2 = A.

2. Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial. Sean vy, vy y v3 tres vectores propios
no triviales de f correspondientes a tres valores propios distintos. Entonces {vy, vg, v3}
son linealmente independientes.

3. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Sean Uy, Uy v Us tres subespacios
de V. Si

V= U1 + Ug + U3 ydimK V= dlmK U1 -+ dlmK U2 + dlmK Ug,
entonces la suma U; + U; 4+ U; es directa.

4. Sean f:V — Uy g:U — W dos aplicaciones lineales. Entonces

rg(f o g) = min{rg(f),rg(g)}-
(rg(f) denota el rango de la aplicacion f)

5. Sean f:V — Uy g:U — W dos aplicaciones lineales. Entonces

rg(go f) <rg(f).

6. Sea A una matriz cuadrada real. Suponemos que A% + A + 1 = 0. Entonces A es
diagonalizable sobre R.



